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A merev testre vonatkozo dinamikai tételek

A merev test részecskéi pontrendszert alkotnak, ezért a test mozgasara érvényesek a
pontrendszerre vonatkozo tételek.
A tomegko6zéppont tétel

A tételt mar kordbban (A merev testre haté erék cimi fejezetben) kimondtuk, itt csak
megismételjiik. A merev test tomegének és a témegkézéppont gyorsuldsdnak a szorzata

megegyezik a merev testre hato (kiilsd) erék vektori 6sszegével. Képlettel:
m-a, = XF.

Ha a merev testre hatd (kiils6) er6k vektori 6sszege nullvektor, akkor
m-a,=0.

Mindkét oldalt elosztva a tomeggel:
a. = 0.

A merev test tomegkozéppontja ilyenkor tehat nem gyorsul, azaz a tomegkdzéppont

sebessége allando:
v, = allando.

Eszerint, ha a merev testre haté (kiilsé) erok vektori dsszege nullvektor, akkor a test

tomegkdézéppontjanak sebessége dllando:
v, = allando, haXF, = 0.

Ez az 6sszefliggés a tomegkdzéppont sebességének megmaraddsi tétele.

A lendiilettétel

A merev testre, mint pontrendszerre alkalmazhat6 a lendiilettétel: A merev test
lendiiletének megvdltozdsa megegyezik a testre haté (kiilso) erdk dltal kifejtett erdlokések

dsszegével.

ACEI) = Zp, .
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Ha a merev testre hatd (kiils6) er6k vektori 6sszege nullvektor, akkor
ZFk = 0

A merev test ebben az esetben zart pontrendszernek tekinthetd, igy alkalmazhat6 a
lendiiletmegmaradas tétele: Ha a merev testre haté (kiilsG) erék vektori Gsszege

nullvektor, akkor a test lendiilete dllando:
>I = allando, haXF, = 0.

Ez az 0sszefliggés a lendiiletmegmaradds tételének merev testre vonatkozd alakja.

A perdiilettétel

A perdiilettételt csak olyan pontrendszerre fogalmaztuk meg, amelyeknél minden egyes
pontszer( test k6zos tengely koril forog. Mivel a merev test részecskéi ilyen rendszert
alkotnak, ezért a tétel merev testre is alkalmazhatd: A részecskék osszes perdiiletének
megvaltozdsa megegyezik a testre hatdé (kiils6) erdk altal Kkifejtett forgatélokések

osszegével. Képlettel:
A(EN) = 21, .
Részletesen felirva (felhasznalva, hogy minden részecske szogsebessége ugyanakkora):
AOy - w+0O05-w+0, -w+ ..)=ZIl,
A((04+ 05+ 6¢ + ..) w) =2l
A merev test tehetetlenségi nyomatéka:
0=0,+05+0,+ ..,
ezért:
A(O - w) = I, .

A merev test tehetetlenségi nyomatékdnak és szigsebességének szorzatdt a test
perdiiletének nevezziik. Jele: N. Ennek segitségével egyszerlien megfogalmazhaté a merev
testre vonatkozo6 perdiilettétel: A merev test perdiiletének megvdltozasa megegyezik a

testre hato (kiils6) erdk forgatdlokésének dsszegével. Képlettel:
AN = X1, .
Ha a merev testre hatd (kiils6) er6k vektori 6sszege nullvektor, akkor

ZFk == 0



A merev test ebben az esetben zart pontrendszernek tekinthetd, igy alkalmazhat6 a
perdilletmegmaradas tétele: Ha a merev testre hatd erdk vektori 6sszege nullvektor,

akkor a test perdiilete allando6:
N = allando,
azaz a merev test lendiilete barmely két kiillonb6z6 id6pontban ugyanakkora
N, =N,.
Részletesen felirva:
0 -w=0"w,.
Mindkét oldalt osztva a tehetetlenségi nyomatékkal:
w1 =Wy .

Ez barmely két id6pontban igaz, tehat a merev test szogsebessége ilyen esetben allando.
Ha a merev testre hatd (kiilsé) erdk vektori dsszege nullvektor, akkor a test szégsebessége

dllando:
w = allando, haXF, = 0.

Ez az 6sszefliggés a perdiiletmegmaradds tételének merev testre vonatkozo alakja.

A munkatétel

A merev testre, mint pontrendszerre alkalmazhaté a munkatétel: A merev test mozgdsi
energidjdnak megvdltozdsa megegyezik az egyes témegpontokra haté eré6k munkdjdnak

dsszegével.
A(ZEmozg) = IW.

A kiils6 és belsd er6k munkajat kiilon-kiilon 6sszegezve:
A(ZEmozg) = Wi + W, .

A merev testnél azonban a belsé erék 6sszes munkdja nulla. (Ennek igazoldsa a
Kiegészitések cimi részben.) Ezt felhasznalva megfogalmazhaté a merev testre
vonatkoz6 munkatétel: A merev test mozgdsi energidjadnak megvdltozdsa megegyezik a

testre haté (kiils6) er6k munkdjdnak ésszegével.

A(ZEmozg) = TV .



Tudjuk, hogy ha a merev test csupan transzldciés mozgdst végez, akkor minden pont

sebessége megegyezik egymassal (és a tomegkdzéppont v, sebességével). Emiatt:

1
Etr=EEmOZg=§-mA-vt2+§-mB-vt2+§-mc-vt2+...=
2 _ 1 2
==-(my+mg+me+..) v =g meve.

Tehat transzlaciés mozgasnal a merev test mozgdsi energidja:

1 2
Etr=z'm'17t .

Ha a merev test csupan rotdcids mozgdst végez,
akkor a test egyes részecskéinek sebessége altalaban
kilonboz6, igy a mozgasi energia Kkiszamitasa
nehézkes. Lattuk azonban, hogy a merev test forgo
mozgasanal minden pont szogsebessége megegyezik

egymdassal. Emiatt, a v =r-w Osszefiiggést is

felhasznalva:

1 2 1 2 1 2
Erot=2Emozg=E'mA'vA+E'm3'03+5'mc'vc+...=

2 1 2 1 2
my - (1, - o) +E-m3-(r3-a)) +§'mc'(7‘c'w) + .=

1
-mA-rAZ-wz+E-m3-r§-a)2+§-mc-rcz-w2+...=

My R +mg i +meré+ )0 =

(0A+@B+8c+)w2:

@
(S
™~

N = N[ = N = N = N[ =

Tehat rotaciés mozgasnal a merev test forgdsi energidja:

-0 - w?.

N =

Ero =

Tudjuk, hogy a merev test mozgasa altalanos esetben nagyon roévid idétartamokhoz

tartozd elemi transzlacidk és elemi rotaciok sorozatanak tekinthetd. Ennek alapjan



bebizonyithato, hogy ha a merev test témegkézpontja v, sebességgel halad, tovdbba a test
w, szogsebességgel forog a tomegkdézépponton dtmend tengely kériil, akkor a merev test
mozgdsi energidja:

E=E.+E =1-m-v2+—-@ - w?
tr rot 2 t 2 t t -

A fenti képletben 0, a merev testnek a tomegkdzépponton atmend tengelyre vonatkozé

tehetetlenségi nyomatékat jeloli.

Kiegészités

Az, hogy a merev testnél a belsé erdk dsszes munkdja nulla, a kovetkez6 mddon
igazolhat6. Tudjuk, hogy a merev test mozgasa altaldnos esetben nagyon roévid
id6tartamokhoz tartozo elemi transzlaciok és elemi rotacidk sorozatanak tekinthetd. Egy
nagyon rovid At id6tartam alatt a belsé erdk altal végzett 6sszes munka az ehhez az

id6tartamhoz tartoz6 elemi transzlaci6 és elemi rotacié sordn végzett munkak

osszegével egyezik meg:

SWh = SWy 4 W, -

Az elemi transzldcié sordn a bels6 erdk altal végzett
0sszes munka kiszamitasahoz valasszuk ki a merev
test két tetszdleges pontjat! Jeloljiik ezeket A-val és

B-vel, a koztiik haté belsd erdket pedig F,p-vel és

Fp4-vall A hatds-ellenhatas torvénye miatt a két erd

ugyanakkora, azaz -

Fup = Fgy .

A transzlacié sordn a merev test minden pontja ugyanugy mozog, ezért At id6tartam
alatt A és B elmozdulasa ugyanakkora, és mindkét pontnak az eré egyenesébe es6

elmozduldasa is ugyanakkora (s). A két er6 6sszes munkaja tehat:
WAB+WBA =FAB.S_FBA.S=FAB.S_FAB.S:0'

Ez a gondolatmenet a test barmely két pontjara alkalmazhat6, emiatt a vizsgalt elemi

transzlacid soran a bels6 erdk 6sszes munkaja nulla, azaz

Wy = 0. (1)



Az elemi rotdcié sordn a bels6 er6k altal végzett B,
0sszes munka kiszamitasahoz vizsgaljuk meg a F
merev test két pontjat! Az A és a B pontra haté belsd §

erdket jelolje F,p és Fg,, € pontok sebességét v, és
vg, a korpalyak sugarat ry és rg, a kozos

szogsebességiiket pedig w! A hatas ellenhatas

torvénye miatt mindkét er6 az AB szakaszra
illeszkedik.

Az F,p és az AB vektorok azonos irdnyuak, igy talalhaté olyan A skalar, amelyre teljesiil,

hogy

F,; =1-AB. (2)
Az Fy, er6 az F 45 ellentettje, ezért:

Fgy=—Fup =—(1-4B) =1-(—AB) = A-BA.
azaz

Fpa=A1-BA. (3)

A munka cim fejezetben lattuk, hogy a munka az elmozdulds és az elmozdulds irdnydba
esé erd szorzataként is kiszdmithaté. A valasztott nagyon rovid At id6tartam alatti
elmozdulas irdnya megegyezik a pillanatnyi sebesség irdnyaval, ezért el6szor
meghatarozzuk az F,p és Fg, erének a v, illetve a vy sebesség iranyaba esé
Osszetevijét, majd ezt felhasznalva a két bels6 eré munkajanak 6sszegét. A tovabbiakban

a kiilonféle vektoroknak a sebesség iranyaba es6 0sszetevojét *-gal jeloljuk.

A (2) oOsszefiiggés miatt a v, sebesség iranyaba es6

0sszetevOk nagysagara teljesiil:
Fiz =1-AB*.
A rajz alapjan belathaté, hogy

AB* =15 -sina.

ezért

Fig=1-AB*=1-15-sina.

Az F 45 er6 altal At id6tartam alatt végzett munka:
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Wyg = —Fig Say=—Fjg vy At =—F 5w 14" At = —=A-15-sina- w1y At,
azaz
Wyg = —=A114-15 @ At sina. (4)

(A munka kiszamitasanal figyelembe vettiik, hogy az elmozdulas és az elmozdulas

iranyaba es6 erd most ellentétes iranyu.)

Ehhez hasonléan a (3) miatt a vz sebesség iranyaba

esd 0sszetevdk nagysagara teljestil:
FEA - A " m* .
A rajz alapjan belathaté, hogy

BA* =1, sina,

ezért

Fjy,=A-BA* =11, sina.
Az Fy, erd altal At id6tartam alatt végzett munka:
Wga=Fgy Sg=Fgy Vg At =Fgp-w 15 At =11, sina w14 At,
azaz
Wga=A-1-153-w-At-sina. (5)
A két belso erd altal végzett munka (4) és (5) alapjan:
W=Wypp+Wgyg=—A14 153 -w-At-sina+ A1, 15 -w-At-sina=0

Ez a gondolatmenet a test barmely két pontjara alkalmazhatd, emiatt a vizsgalt elemi

transzlacid soran a bels6 erdk 6sszes munkaja nulla, azaz
W = 0. (6)
Megjegyzés:

Ha az AB egyenes metszi a tengelyt, akkor a bels6 er6k merdlegesek a
sebességekre (és az elmozdulasokra), igy a végzett munka kiilon-kiilon is nulla. A
fenti rajzok alapjan belathat6, hogy minden mas esetben a két eré6 munkaja

egymas ellentettje.



Az (1) és (6) alapjan a nagyon rovid At alatt a belsd erdk altal végzett 6sszes munka:
IW, = ZW, + EW,, = 0.

Eszerint a merev testnél a belsé erék dsszes munkdja valéban nulla.
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