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A munkavégzés fajtai

Ha egy testet egyenletes mozgassal felemeliink, akkor erdt kell kifejteniink. Emeléskor
az erd iranyaban a test elmozdul, igy munkavégzés is torténik. Az emelés sordn végzett
munkdt emelési munkdnak nevezziik. Mivel a mozgas egyenletes, az altalunk kifejtett eré

nagysaga ugyanakkora, mint a nehézségi er6 nagysaga, azaz m tomegi testnél:

F=Fa=m-g
Az erd irdnydba es6 elmozdulds nagysaga emeléskor F
megegyezik a h magassagkiilonbséggel. Ezt felhasznalva: m
W=F-s=m-g-h
Eszerint az m tomeg(i test h magassagra torténd emelésekor h

végzett emelési munka a

W=m-g-h

osszefliggés alapjan hatarozhaté meg.

Ha egy kezdetben nyugvo testre allandé er6 hat, a test egyenes vonali egyenletesen
valtozd mozgast végez. A test a mozgas sordn az erd irdnyaba elmozdul, igy
munkavégzés is torténik. A gyorsitds kézben végzett munkdt gyorsitdsi munkdnak
nevezziik. Ha az m tomeg( test t id6 alatt all6 helyzetbdl v sebességre gyorsul, akkor a

testre hato erd nagysaga Newton masodik térvénye alapjan:

F=m-a

A kezddsebesség nélkiili, egyenletesen valtozo

mozgasnal az elmozdulas a négyzetes uttérvény $ F

alapjan szamithato ki:

a
s==-t?
2
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A fenti 0sszefiiggéseket felhasznalva:

a m-a?-t? m-(a-t)> m-v?

2 2 2

Ezek szerint, ha a kezdetben nyugvd, m tomegl test egyenes vonald egyenletesen

valtoz6 mozgassal v sebességre gyorsul, akkor a gyorsitdsi munka a

Osszefiiggés alapjan szamithato Kki.

Ha egy testet vizszintes feliileten mozgatunk Ggy, hogy a test egyenes vonald, egyenletes
mozgast végez, akkor a strléddsi erd ellenében munkdt kell végezniink. Mivel a test
egyenletesen mozog, a testre haté er6k ereddje nulla. A huzoéerd ilyenkor egyenld

nagysagu a surlodasi erével, de azzal ellentétes iranyu, ezért:

Fh=FK=u kK
Ha a test csak a nehézségi erd kovetkeztében nyomja
o , 7 ” . A F Fh
az alatamasztast, akkor a nyomoéerd megegyezik a ! —

test sulyaval. Ezt felhasznalva:

Fh=pu-FK=pG=pm-g

Mivel a test elmozduldasanak irdnya megegyezik a hazéerd iranyaval, igy a huzoerd

munkaja:
W=Fn.s= M.m.g.s

Eszerint ha vizszintes fellileten egy m tomegi testet egyenletesen mozgatunk ugy, hogy

az elmozdulas nagysaga s, akkor a stirlédasi eré ellenében végzett munka a
W = ,Ll' m- g S

képlet alapjan szamithato ki.

Csuszasi surlodasnal a surlédasi er6 iranya ellentétes
az elmozdulas iranyaval, ezért a surléddsi eréd

munkdja negativ, és a ! - —

W:_ﬂ.m.g.s

Osszefliggés alapjan hatarozhaté meg.
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Kiegészitések

1. Az emelési munkara levezetett W =m - g - h képlet csak kis magassdgra torténé
emeléseknél érvényes, mert az F,o, = m-g nehézségi er6 nem allandd, hanem a
magassag novekedésével folyamatosan csokken.

2. A kovetkez6kben meghatarozzuk, hogy egy M tomegl égitest gravitdciés mezdjében
mekkora munkdt végez a gravitdciés erd, ha egy m tomegli pontszerd testet
sugariranyban, az égitest kdzéppontjatol tavolodva elmozditunk (felemeliink)! A
testre hato gravitacids erd nagysaga az égitest kozéppontjatol x tavolsagban:

M-m
x2

F=y-

Az er6 és az elmozdulas azonban ellentétes iranyd. A munka cimi fejezetben lattuk,
hogy a munka az eré-elmozduléds grafikon alapjan hatarozhaté meg: A munkanak

most a fiiggvénygorbe és az elmozduldstengely kézti sikidom teriiletének ellentettje

(minusz egyszerese) felel meg. Osszuk fel a

rajz szerint az elmozdulast n —1 egyenld

részre! Az elsG szakaszon kozelitsik a

=Y

fliggvénygorbe és az elmozdulastengely
kozti sikidomot egy trapézzal! A végzett

munka a trapéz teriilete alapjan:

F, + F
Wy =- 12 2-(x2—x1). (1)

Matematikabdl ismert, hogy két pozitiv mennyiség szamtani és mértani kozepe annal
kozelebb van egymashoz, minél kisebb a két mennyiség eltérése. Ezért az F; és F,

erdk szamtani kozepét a mértani kozéppel helyettesitve:

F, +F, M-m M-m M-m

> z/Fl.Fzz Y > y - s— =Y

x1 x2 x1 * xz

Ezt az (1) 6sszefliggésbe helyettesitve, majd a beszorzast elvégezve:

F1+F2 Mm

1= ) ‘(xz_x1)z_y'x1_x2

(=) =y Mom- (=)
X, —X1) = =Y mxlxz.

Ehhez hasonléan lathaté be, hogy a tovabbi szakaszokon végzett munkak kozelitd

értékei:
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A teljes munka a fenti munkak 6sszegével kozelithetd, azaz
W=W1+W2+W3+ +Wn_1.

Az el6z6ek behelyettesitésével:

1 1 1 1 1 1 1 1
W=—y-M-m-[(———)+(———)+<———)+...+( ——)].
X1 X3 X2 X3 X3 Xy Xn-1 Xn

A bels6 zardjelek felbontasa és az 6sszevonasok utan:

1 1
W=—y-M~m-(———).
X1 Xn

Ez a kozelités annal pontosabb, minél rovidebb szakaszokra osztjuk az elmozdulast,
mivel ilyenkor egyrészt kisebb a szamtani és mértani kozép kozti eltérés, masrészt a
trapézok teriilete jobban megkdzeliti a fliggvénygorbe és az elmozdulastengely kozti
sikidomok teriiletét. Hataresetben, ha az elmozdulast az elképzelhet6 legrovidebb

szakaszokra bontjuk, akkor az dbra jel6léseit hasznalva

W= M (1 1)
= -y mror'

Eszerint, ha egy m tomegli pontszer( testet az M tomegl égitest kdozéppontjatdl r,
tavolsagban 1évé O pontbdl sugariranyban, az égitest kozéppontjatol r tavolsagra

talalhaté P pontba visziink, akkor az OP szakaszon a gravitdcids eré munkdja:

W=—y-M~m-(%—%). (2)

.Ha az O kezd6pont az égitest felszinén van, a P végpont pedig nagyon tavol van az

égitesttdl (azaz r — ), akkor

o =R es

X[ E=



Ezeket a (2) 6sszefiiggésbe beirva:

y-M-m

1
W:— .M. o | — — f
14 m( 0) R

R

Igazolhatd, hogy a gravitaciés erd ellenében akkor is ugyanekkora munkat kell
végezni, ha a test nem sugariranyban, hanem tetsz6leges uton jut el egy végtelen tavol
1év6 pontba. Mindezek szerint, ha egy m tomegii pontszeri test az M tomeg(, R sugaru
égitest felszinérdl indulva a végtelen tavoli P pontba jut, akkor a gravitdciés erd

munkdja:

W=-—

y-M-m
R 3)

. Ha az m tomegili pontszer( testet az M tomeg(, R sugaru égitest felszinérél indulva
sugariranyban egyenletes mozgdassal vissziik el a végtelen tavoli P pontba, akkor
ehhez a nehézségi erd ellenében erét kell kifejteniink. Az egyenletes mozgas miatt a
testre haté gravitacids erd és az emelderd vektori 6sszege a palya barmely pontjdban

nulla, ezért a két erd egymas ellentettje:
Fgrav + Feme16 =0 = Fgrav = _Femel(ﬁ-

Az emelber6 tehat ugyanakkora, mint a gravitacios erd, de azzal ellentétes iranyuy,
tehat iranya a palya barmely pontjaban megegyezik az elmozdulas irdnyaval. Emiatt
az emel6er6 munkdja megegyezik a gravitaciés er6 munkajanak ellentettjével
(minusz egyszeresével). A (3) Osszefliggést felhasznalva tehat: Ha az m tomegi
pontszer( testet az M tomeg(, R sugaru égitest felszinérdl indulva sugariranyban
egyenletes mozgassal vissziik el a végtelen tavoli P pontba, akkor a gravitdcids eré
ellenében végzett munka:

Y- M-m

w
R

(4)



Képek jegyzéke

Emelési munka
" © http://www.fizikakonyv.hu/rajzok/0144.svg

Gyorsitasi munka
© http://www.fizikakonyv.hu/rajzok/0145.svg

Surlodas ellenében végzett munka
© http://www.fizikakonyv.hu/rajzok/0146.svg

A surlodasi er6 munkaja
L, © http://www.fizikakonyv.hu/rajzok/0147.svg
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